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主要内容

1 线性映射
线性映射的像与核

2 向量组的秩与线性空间的维数
例子
线性表示与秩

3 线性映射与线性方程组
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假设 φ : V → W 是线性映射, 亦即对任意 v1, v2 ∈ V 和 λ ∈ R,
1 φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2);
2 φ(λv1) = λφ(v1).

定义

若 φ 也是双射, 则称 φ 为线性同构, V 与 W 线性同构, 并记
V ∼= W .

定理

给出 n 维向量空间 V 的一组基 S = {v1, · · · , vn}, 等同于给出一
个线性同构

φ : V
∼=−→ Rn,

w = a1v1 + · · ·+ anvn 7→ (a1, · · · , an)
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假设 φ : V → W 是线性映射, 亦即对任意 v1, v2 ∈ V 和 λ ∈ R,
1 φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2);
2 φ(λv1) = λφ(v1).

定义

若 φ 也是双射, 则称 φ 为线性同构, V 与 W 线性同构, 并记
V ∼= W .

定理

给出 n 维向量空间 V 的一组基 S = {v1, · · · , vn}, 等同于给出一
个线性同构

φ : V
∼=−→ Rn,

w = a1v1 + · · ·+ anvn 7→ (a1, · · · , an)
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解释.
给定一组基 S = {v1, · · · , vn} ⊂ V 基, 如上定义
φ : V → Rn, 可以证明它是线性同构;
给定一个线性同构 φ : V → Rn, 记
ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)(第 i 个坐标为 1, 其余为 0) 的原
像为 vi , 即 φ(vi) = ei . 则 {vi}n

i=1 是 v 的一组基.

定义

称 {ei}n
i=1 为 Rn 的标准基.
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线性映射的像与核

线性映射的像与核

与线性映射相关的两个重要子空间: 像与核.
假设 V ,W 是线性空间, φ : V → W 是线性映射.

定义

1 线性映射 φ 的像集是
{w ∈ W | ∃v ∈ V 使得φ(v) = w} ⊂ W , 记为 φ(V ) 或
im(φ).

2 它的核是 {v ∈ V | φ(v) = 0} ⊂ V , 记为 ker(φ).
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线性映射的像与核

线性映射的像与核

与线性映射相关的两个重要子空间: 像与核.
假设 V ,W 是线性空间, φ : V → W 是线性映射.

定义

1 线性映射 φ 的像集是
{w ∈ W | ∃v ∈ V 使得φ(v) = w} ⊂ W , 记为 φ(V ) 或
im(φ).

2 它的核是 {v ∈ V | φ(v) = 0} ⊂ V , 记为 ker(φ).
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线性映射的像与核

与线性方程组的关系

假设 A ∈ Mm×n,

LA : Rn → Rm, X 7→ AX

是相应的线性映射.
1 齐次线性方程组 AX = 0 的解集就是 ker LA.
2 线性方程组 AX = b 有解当且仅当 b ∈ im LA.
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线性映射的像与核

定理

im(φ) ≤ W , ker(φ) ≤ V .

首先它们非空: 0 ∈ im(φ), 0 ∈ ker(φ).
下证它们在线性运算下封闭.
若 w1,w2 ∈ im(φ). 假设 φ(v1) = w1, φ(v2) = w2,

φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = w1 + w2. 所以
w1 + w2 ∈ im(φ).
若 w1 ∈ im(φ), k ∈ Rn, 则 φ(kv1) = kφ(v1) = kw1.
所以 kw1 ∈ im(φ).

因此 im(φ) ≤ W .
若 v1, v2 ∈ ker(φ), k ∈ Rn. 则

φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = 0+ 0 = 0, 即 v1 + v2 ∈ ker(φ).
φ(kv1) = kφ(v1) = k0 = 0, 即 kv1 ∈ ker(φ).

因此 ker(φ) ≤ V .
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Rn 中向量组的秩

给定一组向量 A ⊂ Rn(可能无穷).

定义

若存在 A0 = {a1, · · · , ar} ⊂ A 使得
a A0 线性无关,
b A 中任意 (r + 1) 个向量 (如果有 r + 1 个的话) 均线性相关,
则 A 的秩为 r , 记为 RA.

只含有零向量的向量组的秩约定为 0.

实际上, 有

RA = dim span(A).
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Rn 中向量组的秩

给定一组向量 A ⊂ Rn(可能无穷).

定义

若存在 A0 = {a1, · · · , ar} ⊂ A 使得
a A0 线性无关,
b A 中任意 (r + 1) 个向量 (如果有 r + 1 个的话) 均线性相关,
则 A 的秩为 r , 记为 RA.

只含有零向量的向量组的秩约定为 0. 实际上, 有

RA = dim span(A).
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回顾:

span(A) =
{ s∑

i=1

αibi | αi ∈ R, bi ∈ A, i = 1, · · · , s
}

解释 (秩与维数的关系):
若存在 A0 = {a1, · · · , ar} ⊂ A 满足 (a) 和 (b), 则对任意
b ∈ A, {a1, · · · , ar , b} 线性相关, b 可由 a1, · · · , ar 线性表
示. 所以 A0 是 A 的极大线性无关组.

任取
∑s

i=1 αibi ∈ span(A), 存在系数 βij 使得
bi =

∑r
j=1 βijaj . 则

s∑
i=1

αibi =
s∑

i=1

r∑
j=1

αiβijaj

可由 A0 线性表示. 所以 A0 是 span(A) 的极大线性无关组,
也就是一组基, 所以 RA = dim span(A).
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回顾:

span(A) =
{ s∑

i=1

αibi | αi ∈ R, bi ∈ A, i = 1, · · · , s
}

解释 (秩与维数的关系):
若存在 A0 = {a1, · · · , ar} ⊂ A 满足 (a) 和 (b), 则对任意
b ∈ A, {a1, · · · , ar , b} 线性相关, b 可由 a1, · · · , ar 线性表
示. 所以 A0 是 A 的极大线性无关组.
任取

∑s
i=1 αibi ∈ span(A), 存在系数 βij 使得

bi =
∑r

j=1 βijaj . 则
s∑

i=1

αibi =
s∑

i=1

r∑
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αiβijaj

可由 A0 线性表示. 所以 A0 是 span(A) 的极大线性无关组,
也就是一组基, 所以 RA = dim span(A).
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向量组的秩与线性映射的像的维数

假设 A = {a1, · · · am} ⊂ Rn. 亦以 A 记矩阵 (a1, · · · , am)n×m. 它
给出线性映射

LA : Rm → Rn, X 7→ AX .

如果记 X = (α1, · · · , αm)
T , 则

AX = (a1, · · · , am)(α1, · · · , αm)
T =

m∑
i=1

αiai .

所以 LA 的像集

im LA = {
m∑

i=1

αiai | αi ∈ R, i = 1, · · · ,m} = span(A)

它是 Rn 的线性子空间. 而且 RA = dim im LA.
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另一方面,

定理

矩阵的秩 = 列向量组的秩 = 行向量组的秩. 特别地,
RA = R(a1, · · · , am). (以上面的记号)

证明.

记 A = (a1, · · · , am), 假设 R(A) = r 以及 A 的一个 r 阶子
式 Dr 6= 0. 则 Dr 所在的 r 列向量组构成的矩阵的秩为 r ,
所以它们线性无关. 又任意 r + 1 阶子式 Dr+1 = 0, 所以任
意 r + 1 个列向量线性相关. 所以 RA = r = R(A).
类似可证行向量组的秩 = R(A).
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另一方面,

定理

矩阵的秩 = 列向量组的秩 = 行向量组的秩. 特别地,
RA = R(a1, · · · , am). (以上面的记号)

证明.

记 A = (a1, · · · , am), 假设 R(A) = r 以及 A 的一个 r 阶子
式 Dr 6= 0. 则 Dr 所在的 r 列向量组构成的矩阵的秩为 r ,
所以它们线性无关. 又任意 r + 1 阶子式 Dr+1 = 0, 所以任
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总结. 以 A 记向量组 {a1, · · · , am} 和矩阵 (a1, · · · , am), 则

RA = R(A) = dim im LA = dim span(A).
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例子

例子

A =


2 −1 −1 1 2
1 1 −2 1 4
4 −6 2 −2 4
3 6 9 7 9

 = (a1, a2, a3, a4, a5).

求 A 的列向量组的一个极大无关组，并把不属于最大无关组的
列向量用极大无关组线性表示.

解. 相当于寻找线性关系:

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 = 0(∈ R4).

A 是该线性方程组的系数矩阵. 对 A 作初等行变换不改变方程组
的解. 将 A 通过初等行变换化成行最简形, 得到
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例子
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 = (a1, a2, a3, a4, a5).

求 A 的列向量组的一个极大无关组，并把不属于最大无关组的
列向量用极大无关组线性表示.

解. 相当于寻找线性关系:

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 = 0(∈ R4).
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例子


1 0 −1 0 4
0 1 −1 0 3
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0

 ∆
= (b1, b2, b3, b4, b5).

那么 a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 = 0 当且仅当

b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 + b5x5 = 0.

b1, b2, b4 线性无关.

所以

x1b1 + x2b2 + 0b3 + x4b4 + 0b5 = 0 ⇐⇒ x1 = x2 = x4 = 0.

所以 x1a1 + x2a2 + x4a4 = 0 当且仅当 x1b1 + x2b2 + x4b4 = 0 当
且仅当 x1 = x2 = x4 = 0. 所以 a1, a2, a4 线性无关.
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例子


1 0 −1 0 4
0 1 −1 0 3
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0

 ∆
= (b1, b2, b3, b4, b5).

那么 a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 = 0 当且仅当

b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 + b5x5 = 0.

b1, b2, b4 线性无关. 所以

x1b1 + x2b2 + 0b3 + x4b4 + 0b5 = 0 ⇐⇒ x1 = x2 = x4 = 0.

所以 x1a1 + x2a2 + x4a4 = 0 当且仅当 x1b1 + x2b2 + x4b4 = 0 当
且仅当 x1 = x2 = x4 = 0. 所以 a1, a2, a4 线性无关.
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例子

最后,

b3 = −b1 − b2 ⇒ a3 = −a1 − a2,
b5 = 4b1 + 3b2 − 3b4 ⇒ a5 = 4a1 + 3a2 − 3a4.
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线性表示与秩

线性表示与秩

假设 A ⊂ Rn(可能无穷), b ∈ Rn. b 可以被 A(中元素) 线性表示
当且仅当 b ∈ span(A). 所以

定理 (3’)

若向量组 B 能被向量组 A 线性表示, 则 RB ≤ RA.

粗略地讲, 定理的条件意味着, 在线性代数意义下, A 中向量比 B
中向量 ‘‘多”.

证明.
向量组 B 能被 A 表示, 也就是说 B ⊂ span(A), 所以
span(B) ≤ span(A). 那么 dim span(B) ≤ dim span(A). 即
RB ≤ RA.
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线性表示与秩

线性表示与秩
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线性表示与秩

上面用到两个事实.
span(B) ≤ span(A).
因为 span(B) 在线性运算下封闭, 而且 span(B) ⊂ span(A).
若 W ≤ V , 则 dim W ≤ dim V . (若有限维且 W ⫋ V , 则
dim W < dim V .)
假设 {w1, · · · ,wn} ⊂ W 是 W 的一组基,(特别地, 线性无
关) 若 V 中任意向量均可由 {w1, · · · ,wn} 线性表示, 则
dim V = n. 否则，存在 vn+1 与它们线性无关，则
{w1, · · · ,wn, vn+1} ⊂ V 线性无关，dim V ≥ n+1 > dim W .
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线性映射与线性方程组

假设 A ∈ Mm×n(R), 以及 b ∈ Rm. 考察方程

Ax = b(∗)

A 诱导出一个线性映射 LA : Rn → Rm.
1 b ∈ LA(Rn) 当且仅当方程 (*) 有解.
2 若 (*) 有解，则

解唯一⇐⇒ LA是单射⇐⇒ NLA = 0.

有无穷多个解⇐⇒ NLA 6= {0}.

3 Ax = 0 解集的秩 = dim NLA .
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另一方面，

定义

线性变换 LA 的秩为 dim LA(Rn).

则 R(A) = dim LA(Rn). 因为 LA(Rn) 是 A 的列向量的所有线性
组合，所以

命题

A 的列秩 =A 的秩.

再者, R(A) = n − {Ax = 0}的解集的秩, 所以

dim LA(Rn) + dim NLA = n.
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